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Resumen
En este trabajo se presenta una solucio´n para mejorar el rendimiento de los robots mo´viles con ruedas que se desplacen sobre
superﬁcies con un bajo coeﬁciente de friccio´n esta´tica. En estas circunstancias, los robots mo´viles con ruedas pueden experimentar
pe´rdidas de traccio´n, y por tanto, sufrir deslizamientos a lo largo de la superﬁcie. La solucio´n descrita propone la utilizacio´n de
una conﬁguracio´n especial para el robot mo´vil, en la que todas las ruedas son accionadas de forma independiente, y una estructura
de control que consta de tres partes bien diferenciadas: un controlador de seguimiento con realimentacio´n de estado basado en
el modelo cinema´tico del robot, una extensio´n de la ley de control cinema´tico resultante para incorporar la dina´mica del robot
mo´vil utilizando backstepping, y un algoritmo de distribucio´n de la fuerza de traccio´n global, que calcula las sen˜ales de referencia
adecuadas para cada una de las ruedas. Con esta estructura se consigue controlar la posicio´n y la velocidad del robot mo´vil, y al
mismo tiempo, distribuir la fuerza de traccio´n global entre las ruedas, evitando ası´ el deslizamiento del robot. El funcionamiento de
los algoritmos de control es evaluado mediante pruebas experimentales. Copyright c© 2012 CEA. Publicado por Elsevier Espan˜a,
S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introduccio´n
El control de la traccio´n es un aspecto crı´tico en los robots
mo´viles que se desplazan sobre superﬁcies con un bajo coeﬁ-
ciente de friccio´n esta´tica, o que deben moverse sobre suelos
poco compactos (arena, lodo, nieve), donde un deslizamiento
excesivo puede provocar incluso que las ruedas del robot mo´vil
se hundan en el terreno y queden atrapadas en el mismo.
Muchos de los estudios realizados relativos al control de
traccio´n en robots mo´viles con ruedas han venido motivados
por la necesidad de contar con vehı´culos adecuados para ex-
ploraciones planetarias (Balaram, 2000). Ası´, por ejemplo, el
me´todo de control de traccio´n presentado en (Yoshida, 2003)
para un robot de exploracio´n planetaria utiliza una estimacio´n
del deslizamiento basada en el modelo fı´sico de interaccio´n en-
tre la rueda y el terreno, mientras que en (Iagnemma and Du-
bowsky, 2004), se presenta un me´todo para controlar la traccio´n
en terreno irregular que se basa en las propiedades del terreno
y en su geometrı´a para obtener el a´ngulo de contacto entre las
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ruedas y el suelo. Utilizando esta informacio´n, el me´todo opti-
miza el par aplicado en cada rueda con la intencio´n de obtener la
traccio´n ma´xima, dependiendo de la diﬁcultad local del terreno.
Desafortunadamente, con las soluciones propuestas por (Yoshi-
da, 2003) e (Iagnemma and Dubowsky, 2004), resulta compli-
cado obtener un modelo general para diferentes tipos de terreno
o condiciones cambiantes.
En (Waldron and Abdallah, 2007) se presenta un esquema
de control de traccio´n o´ptimo para un vehı´culo de seis ruedas.
El algoritmo propuesto intenta asignar las fuerzas de tal mane-
ra que se minimice el a´ngulo de friccio´n ma´ximo en todos los
puntos de contacto. En (Lei et al., 2008) tambie´n se presenta
un esquema de control de traccio´n para un robot mo´vil de seis
ruedas, pero en este caso, los autores utilizan un controlador por
modo deslizante para estimar tanto las fuerzas de traccio´n como
el momento de giro necesarios para llevar a cabo el movimiento
deseado del cuerpo del robot, y a continuacio´n utilizan una ma-
triz pseudo-inversa para calcular las fuerzas de traccio´n de cada
una de las ruedas. En (Liu et al., 2010) se presenta un control de
traccio´n borroso para un vehı´culo NJ2045. Los autores propo-
nen un modelo del proceso de aceleracio´n en lı´nea recta para el
vehı´culo de cuatro ruedas, y utilizan la apertura del acelerador
para regular el par de salida del motor. Sin embargo, en todos
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estos trabajos, (Waldron and Abdallah, 2007; Lei et al., 2008;
Liu et al., 2010)), los autores se limitan a presentar resultados
de simulacio´n.
Por otra parte, tambie´n existen muchos trabajos aplicados a
vehı´culos de pasajeros que se desplazan sobre carreteras planas
(Anwar, 2003). De hecho, una te´cnica muy conocida en la in-
dustria automotriz es la utilizacio´n del sistema de antibloqueo
(ABS - Antilock Bracking System). Este sistema emplea la infor-
macio´n de deslizamiento de cada rueda para corregir su veloci-
dad (Sakai and Hori, 1999). Aunque esta te´cnica podrı´a utilizar-
se en el control de traccio´n de robots mo´viles con ruedas, tiene
la desventaja de no tomar en cuenta el modelo cinema´tico del
vehı´culo y de reaccionar con cierto retraso, ya que las velocida-
des so´lo son corregidas cuando ya ha ocurrido el deslizamiento,
lo que puede provocar errores de posicionamiento del robot, es-
pecialmente en aquellos que so´lo utilizan codiﬁcadores o´pticos
incrementales instalados en las ruedas para estimar el desplaza-
miento lineal (Ojeda and Borenstein, 2004).
Cabe citar tambie´n algunos trabajos recientes dedicados al
estudio de sistemas de control de traccio´n en vehı´culos menos
convencionales. Ası´ pues, en (Jones and Stol, 2010) se estudia
la estabilidad de un vehı´culo de dos ruedas, similar al Segway
PT, en superﬁcies con poca traccio´n y se proponen dos contro-
ladores en los cuales el objetivo de disen˜o es la estabilidad del
a´ngulo de inclinacio´n del vehı´culo. En las simulaciones reali-
zadas, ambos controladores son capaces de mantener la esta-
bilidad del robot en superﬁcies sin friccio´n. Sin embargo, tan
so´lo uno de los controladores presentados es utilizado experi-
mentalmente para alcanzar el equilibrio del robot en superﬁ-
cies sin friccio´n, pero dicho controlador es incapaz de lograr
el equilibrio en superﬁcies no deslizantes debido a efectos no
modelados de las ruedas. En (Chen and Chu, 2010) se propone
un controlador en modo deslizante borroso para un monopatı´n
ele´ctrico. El coeﬁciente de friccio´n de la superﬁcie es estima-
do utilizando un observador para la fuerza normal y la fuer-
za de traccio´n. Los resultados preliminares de las simulaciones
muestran que el sistema de control de traccio´n propuesto pue-
de mantener la tasa de deslizamiento en la regio´n estable. En
(Chen et al., 2011) se presenta un sistema de control de trac-
cio´n para un vehı´culo omnidireccional, en el que los autores
utilizan una estimacio´n de Kalman extendida, apoyada en los
mu´ltiples grados de libertad del vehı´culo, para estimar la velo-
cidad longitudinal del vehı´culo, la velocidad lateral y el a´ngulo
de deslizamiento lateral. El sistema de control de traccio´n cal-
cula entonces las tasas de deslizamiento de las cuatro ruedas de
acuerdo con la velocidad estimada del vehı´culo y se controla la
traccio´n con un PID. Tanto el algoritmo de estimacio´n como el
control de traccio´n son evaluados por medio de simulaciones.
Finalmente, en (Boh et al., 2010) se propone el disen˜o de un
experimento para validar el teorema de Bekker, utilizado para
el modelado de la interaccio´n de las ruedas de un vehı´culo con
el suelo, en aplicaciones subacua´ticas.
En este trabajo se presenta una solucio´n para mejorar la
traccio´n de los robots mo´viles con ruedas que se desplacen
sobre superﬁcies con un bajo coeﬁciente de friccio´n esta´tica.
La solucio´n descrita propone la utilizacio´n de una conﬁgura-
cio´n especial para el robot mo´vil, en la que todas las ruedas
son accionadas de forma independiente, y una estructura de
control que consta de tres partes bien diferenciadas: un con-
trolador de seguimiento con realimentacio´n del estado basado
en el modelo cinema´tico del robot, una extensio´n de la ley de
control cinema´tico resultante para incorporar la dina´mica del
robot mo´vil utilizando backstepping (Tsinias, 1989), (Kodits-
chek, 1987), (Byrnes and Isidori, 1989), (Sontag and Sussmann,
1988), (Kokotovic´ and Sussmann, 1989), (Kokotovic´, 1991),
(Saberi et al., 1990), y un algoritmo de distribucio´n de la fuerza
de traccio´n global que calcula las sen˜ales de referencia adecua-
das para cada una de las ruedas, de modo que el controlador
conozca en tiempo real el par ideal requerido para cada rueda.
Con esta estructura se consigue controlar la posicio´n y la velo-
cidad del robot mo´vil, y al mismo tiempo, distribuir la fuerza
de traccio´n global entre las ruedas, evitando ası´ el deslizamien-
to del robot.
El artı´culo esta´ organizado de la siguiente manera: en la
Seccio´n 2 se presenta el modelo de un robot tipo triciclo, sobre
el cual se desarrolla el disen˜o del controlador. En la Seccio´n
3 se describe el disen˜o del controlador cinema´tico y dina´mico
propuesto, mientras que en la Seccio´n 4 se explica el algoritmo
utilizado para la distribucio´n de la fuerza de traccio´n global. La
Seccio´n 5 contiene algunos resultados experimentales que per-
miten evaluar el funcionamiento del controlador, y ﬁnalmente,
la Seccio´n 6 presenta las principales conclusiones y los trabajos
futuros.
2. Modelo del robot
En esta seccio´n se revisa el modelo del robot mo´vil tipo tri-
ciclo cuya representacio´n esquema´tica se muestra en la Figura
1, con indicacio´n de los para´metros y variables de intere´s. Cada
una de las ruedas es accionada de forma independiente por me-
dio de un motor dc; la rueda frontal lleva un motor dc adicional
para controlar la rotacio´n del vehı´culo. Se asume que las masas
y las inercias de las ruedas son despreciables en comparacio´n














Figura 1: Conﬁguracio´n del robot mo´vil.
La posicio´n del robot mo´vil a lo largo de una superﬁcie
plana o cuasi-plana en un marco inercial Cartesiano {Rw} :=
{o, x, y} queda deﬁnida por las coordenadas (xC , yC) del punto
de referencia Rp y por θ, la orientacio´n del vehı´culo con respec-
to al eje x. Se asume que Rp esta´ localizado en la interseccio´n
del eje virtual que une las ruedas traseras y el eje de simetrı´a.
Por otra parte, φ representa el a´ngulo de giro entre la rueda fron-
tal y el eje de simetrı´a, da la longitud del eje virtual que une las
 R. Fernández et al. / Revista Iberoamericana de Automática e Informática industrial 9 (2012) 393–405 395
ruedas traseras, lw la distancia entre la rueda frontal y Rp, G el
centro de gravedad del robot, situado a una distancia lw/4 del
punto Rp, en el eje virtual que une la rueda frontal con el punto
Rp, (x1, y1) la posicio´n de la rueda frontal, y (x2, y2) y (x3, y3)
las posiciones de las ruedas traseras. Por tanto, la posicio´n de
cada rueda en el marco de referencia inercial esta´ dada por:
x1 = xC + lw cos (θ) , y1 = yC + lw sin (θ) , (1)
x2 = xC − da2 sin (θ) , y2 = yC +
da
2
cos (θ) , (2)
x3 = xC +
da
2
sin (θ) , y3 = yC − da2 cos (θ) . (3)
Sus derivadas correspondientes son:
x˙1 = x˙C − lwθ˙ sin (θ) , y˙1 = y˙C + lwθ˙ cos (θ) , (4)
x˙2 = x˙C − da2 θ˙ cos (θ) , y˙2 = y˙C −
da
2
θ˙ sin (θ) , (5)
x˙3 = x˙C +
da
2
cos (θ) , y˙3 = y˙C +
da
2
sin (θ) . (6)
Las restricciones de tipo no-holono´micas resultantes para
cada rueda son:
x˙1 sin (θ + φ) − y˙1 cos (θ + φ) = 0, (7)
x˙2 sin (θ) − y˙2 cos (θ) = 0, (8)
x˙3 sin (θ) − y˙3 cos (θ) = 0. (9)
Sustituyendo (x˙1, y˙1), (x˙2, y˙2) y (x˙3, y˙3) en (7), (8) y (9) da
como resultado:
x˙C sin (θ + φ) − y˙C cos (θ + φ) − lwθ˙ cos (φ) = 0, (10)
x˙C sin (θ) − y˙C cos (θ) = 0. (11)
Si vc representa la velocidad lineal de Rp con respecto a
{Rw}, entonces, las velocidades lineales de cada rueda con res-




















x˙C e y˙C tambie´n pueden ser deﬁnidas en funcio´n de vc de la
siguiente manera:
x˙C = vc cos (θ) , (15)
y˙C = vc sin (θ) . (16)














Si se supone que el modelo cinema´tico del robot mo´vil esta´ com-
puesto por (15-17), se tendrı´a al a´ngulo de giro φ como una
entrada, y se asumirı´a que se tiene control directo sobre este
valor, lo que supondrı´a poder mover la rueda frontal de forma
instanta´nea. Como esta suposicio´n no es va´lida, se considera al
a´ngulo de giro como una variable de estado adicional, y a su de-
rivada como una sen˜al de entrada. Por tanto, se trabaja con un
espacio de estado de cuatro dimensiones, en el cual, los estados
son representados por x = (xc, yc, θ, φ), quedando el modelo ci-
nema´tico del robot mo´vil deﬁnido de la siguiente manera:
x˙C = vc cos (θ)





φ˙ = ω f
(19)
donde ω f es la velocidad angular de giro de la rueda frontal.
Asumiendo que no existe friccio´n entre las ruedas y el vehı´cu-
lo, y que el eje de las ruedas traseras permanece inmo´vil con
respecto a la orientacio´n del robot, el modelo dina´mico resul-
tante esta´ dado por:
∑
Fx = FD1 cos (φ + θ) + (FD2 + FD3) cos (θ)−
FL1 sin (φ + θ) − (FL2 + FL3) sin (θ) − FFRW cos (θ)
(20)
∑
Fy = FD1 sin (φ + θ) + (FD2 + FD3) sin (θ)+






(FD3 − FD2) + lwFD1 sin (φ)+
lwFL1 cos (θ) − MFR
(22)
donde FD1, FD2 y FD3 son las fuerzas de traccio´n aplicadas en
cada rueda, FL1, FL2 y FL3 son las fuerzas laterales resultan-
tes en las ruedas frontal y traseras, respectivamente, FFr es la
fuerza de friccio´n equivalente, y MFR es el momento de friccio´n
equivalente alrededor del punto Rp. Como la velocidad a la que
se movera´ el robot mo´vil sera´ relativamente baja (vcmax =0.1m/s),
las fuerzas laterales, FL1, FL2 y FL3 son despreciadas de aquı´ en
adelante por su inﬂuencia poco signiﬁcativa. Ahora, teniendo en
cuenta que: ∑
Mz = Jwθ¨, (23)
396 R. Fernández et al. / Revista Iberoamericana de Automática e Informática industrial 9 (2012) 393–405 
donde Jw es la inercia equivalente del vehı´culo alrededor del






lwFD1 sin (φ) +
da
2
(FD3 − FD2) − MFR
]
−φ˙ cot (φ) sec2 (φ) vc.
(24)
El paso siguiente en el modelado dina´mico del sistema consiste
en encontrar las ecuaciones para las fuerzas de traccio´n. Como
se sabe que las fuerzas de traccio´n son transmitidas al vehı´culo






FD2 = λw2FD1 y FD3 = λw3FD1, (26)
donde KG es la relacio´n de transmisio´n constante, rw es el radio
de la rueda, τap1 es el par de traccio´n de la rueda delantera, y λw2
y λw3 son los coeﬁcientes de distribucio´n de los pares de trac-
cio´n. Estos coeﬁcientes, λw2 y λw3, juegan un papel destacado
en el disen˜o del sistema de control, y su inclusio´n sera´ explica-
da en la Seccio´n 3. El par de traccio´n de la rueda frontal τap1
esta´ dado por:
τap1 = kmI1 − JM1ϕ¨1 (27)
donde km es la constante de par, I1 es la intensidad de corrien-
te del motor, JM1 es la inercia del rotor y ϕ¨1 es la aceleracio´n




u1 − kERM ϕ˙1, (28)
donde u1 es la entrada de tensio´n para el motor de traccio´n de la
rueda frontal, RM es la resistencia del motor, y kE es la constante
de fuerza contraelectromotriz.
La relacio´n entre la velocidad lineal de la rueda frontal y la





ϕ˙1 cos (φ + θ) , y˙1 =
rw
KG
ϕ˙1 sin (φ + θ) . (29)
Combinando (4), (15), (16) y (29), se pueden obtener las si-
guientes igualdades:
vc cos (θ) − lwθ˙ sin (θ) = rwKG ϕ˙1 cos (φ + θ) ,
vc sin (θ) + lwθ˙ cos (θ) =
rw
KG
ϕ˙1 sin (φ + θ) .
(30)
Con estas expresiones se puede encontrar la relacio´n entre la
velocidad lineal del punto de referencia, vc, y la velocidad an-










φ˙ tan (φ) vc + v˙c
]
. (32)

































El u´ltimo paso consiste en encontrar la ecuacio´n para el ser-
vo encargado de proporcionar la direccio´n al robot. Como la
fuerza de giro tambie´n es trasmitida al vehı´culo a trave´s de un




(u4 − kEϕ˙4) − τFR4, (37)
donde JM4 es la inercia del rotor, ϕ¨4 es la aceleracio´n angular
del rotor, ϕ˙4 es la velocidad angular del rotor, u4 es la entrada
de tensio´n para el motor de giro de la rueda frontal y τFR4 es
el par de friccio´n. En este caso, la relacio´n entre la velocidad






Teniendo en cuenta que φ˙ = ω f y utilizando (37-38), la acele-







u4 − KGkmkEω fRM + τFR4
)
. (39)
Por tanto, la dina´mica del robot mo´vil esta´ dada por (33) y (39).
3. Control cinema´tico y dina´mico
Para disen˜ar el sistema de control propuesto, el primer paso
consiste en obtener un controlador de seguimiento con reali-
mentacio´n del estado basado en el modelo cinema´tico (19) del
robot. Como este punto ha sido extensamente tratado por un
gran nu´mero de autores, en este trabajo se seguira´ el me´todo
propuesto por (Lefer and Nijmeijer, 1999). En este me´todo, que
se describira´ a continuacio´n para un mejor entendimiento de
los pasos posteriores requeridos en el disen˜o del controlador, la
velocidad de avance del punto de referencia, vc, y la velocidad
angular de la rueda frontal, ω f , del modelo cinema´tico del ro-
bot (19), son consideradas como entradas de control. Ası´ pues,
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dada una trayectoria de referencia factible, como por ejemplo,
una trayectoria
([
xr, yr, θr, φr
]T , [vr, ωr]T ) que satisfaga:
x˙r = vr cos (θr)






es necesario encontrar leyes de control apropiadas que tengan
la forma:
vc = vc (xC , yC , θ, φ, t) , ω f = ω f (xC , yC , θ, φ, t) (41)
de modo que para el sistema de lazo cerrado resultante (19, 41):
lı´m
t→∞ (|xC (t) − xr (t)| + |yC (t) − yr (t)|+
+ |θ (t) − θr (t)| + |φ (t) − φr (t)|) = 0.
(42)
A continuacio´n, se deﬁnen los errores xC − xr e yC − yr en un







cos (θ) sin (θ) 0








Con el objetivo de controlar la orientacio´n, θ, del robot mo´vil
por medio de la entrada ω f , (Lefer and Nijmeijer, 1999) propo-
nen que vc (t)  0 para todo t ≥ 0. Como vr (t) ≥ vmı´nr > 0, si
σ (·) es una funcio´n que cumple:
σ (x) > −vmı´nr ∀x ∈ R (44)
la ley de control
vc = vr + σ (xe) ≡ Φw1 (t, xe) (45)
automa´ticamente garantiza que vc (t) > 0 para todo t ≥ 0.
Adema´s, se asume que σ (x) es continuamente diferenciable y
satisface que:
xσ (x) > 0,∀x  0. (46)
Ası´ pues, se escoge:
σ (xe) = vmı´nr tanh (xe) . (47)
Con la ley de control (45), el sistema de error (43) y φ pueden
reescribirse de la siguiente forma:
x˙e = ye
vr + σ (xe)
lw
tan (φ) + vr cos (θe) − vr − σ (xe)




tan (φr) − vr + σ (xe)lw tan (φ)










a lo largo de la solucio´n de (48) se obtiene que:












Si se considera φ como una entrada de control virtual, se
puede deﬁnir una ley de control intermedia dada por:
θ˙e = −kw1θe − kw2vrβw cw1, cw2 > 0. (52)











se puede aﬁrmar que xe, ye y θe convergen a cero, siempre que
se satisfaga la suposicio´n de que el sistema de referencia tiene
una u´nica solucio´n (φr ∈ ] − M,M[ con M < π2 ), y que la
referencia siempre se mueve en la direccio´n de avance con una
velocidad acotada 0 < vmı´nr ≤ vr (t) ≤ vma´xr .




tan (φr) − vclw tan (φ) + kw1θe + kw2vrβw. (54)
Para simpliﬁcar el ana´lisis, tambie´n se usara´n las siguientes
deﬁniciones:
z = lwz¯, cw1 = lwkw1, cw2 = lwkw2. (55)





tan (φ) + vr [cos (θe) − 1] − σ (xe)
y˙e = −xe vclw tan (φ) + vr sin (θe)


















ιw1 = ye tan (φ) + cw1 − cw2vr (αw1xe + αw2ye) , (57)
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ιw2 = v˙r tan (φr) +
vrωr
cos2 (φr)
− vc tan (φ)+






v˙r xe − vcvr − v2r









1 − cos (θe)
θ2e
, αw2 =





αw1 − θe sin (θe)
θ2e
)
xe + ξ1ye, (60)
ξ1 =
θe cos (θe) − sin (θe)
θ2e
. (61)
A continuacio´n se deﬁne una nueva funcio´n de Lyapunov,
V3, para el sistema (56), aumentando V2 con un te´rmino cuadra´ti-
co en la variable de error z¯:













con cw3 > 0.
(62)
Ahora, se elige ω f de tal forma que V˙3 sea deﬁnida negativa.








ω f ≡ Φw2 (t, xe, ye, θe) .
(63)
Con esta ley, la derivada de la funcio´n de control de Lyapunov
queda de la siguiente forma:






















z2 ≤ 0. (65)
De (64) queda claro que todas las trayectorias de (56, 63) esta´n
acotadas global y uniformente, y que todas las soluciones con-
vergen a cero. Hasta aquı´ se ha seguido el me´todo propuesto
por (Lefer and Nijmeijer, 1999).
Una vez que se ha solucionado el problema de seguimiento
para el modelo cinema´tico del robot mo´vil utilizando las velo-
cidades vc y ω f como entradas de control, el segundo paso es
encontrar las leyes de control deseadas para las entradas reales
u1, u2, u3 y u4. Por tanto, es necesario realizar una extensio´n
de la ley de control cinema´tico para incorporar la dina´mica del
robot mo´vil, por medio de la te´cnica de backstepping (Fierro
and Lewis, 1997). Considere entonces la dina´mica del error de
seguimiento dada por (48) y por los dos integradores (33, 39):
x˙e = ye
vr + σ (xe)
lw
tan (φ) + vr cos (θe) − vr − σ (xe)




tan (φr) − vr + σ (xe)lw tan (φ)



























La idea ba´sica consiste en derivar leyes de control adecuadas
para u1 y u4 a partir de vc y ω f , que controlan el sistema ci-
nema´tico (19).
La inclusio´n de los coeﬁcientes de distribucio´n de la fuerza
de traccio´n λw2 y λw3 (que esta´n contenidos en los te´rminos γwa
y γwb), es una de las principales aportaciones realizadas en el di-
sen˜o del sistema de control, junto con el algoritmo de distribu-
cio´n de la fuerza de traccio´n global. Estos coeﬁciente permiten
modelar las fuerzas de traccio´n aplicadas en las ruedas traseras,
FD2 y FD3, como un porcentaje de la fuerza de traccio´n aplica-
da en la rueda frontal, FD1. Por tanto, la ley de control para u1
puede ser obtenida de forma independiente, pero sin despreciar
los efectos de u2 y u3. En la Seccio´n 4 se obtienen las leyes de
control para u2 y u3 utilizando el algoritmo propuesto para la
distribucio´n de la fuerza de traccio´n global, y se demuestra la
estabilidad asinto´tica para el sistema de lazo cerrado completo.
Con el ﬁn de disen˜ar las leyes de control para u1 y u4 utili-
zando la te´cnica del integrador backstepping, dos nuevas varia-
bles de error son introducidas, ve y ωe:
ve = vc − Φw1 (t, xe) , (67)
ωe = ω f − Φw2 (t, xe, ye, θe) , (68)
donde Φw1 y Φw2 esta´n deﬁnidas como en (45) y (63), respecti-
vamente.
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Ahora, considere la funcio´n candidata de Lyapunov deﬁnida
positiva para el sistema (66):







Utilizando (64), la derivada en el tiempo de W1 a lo largo de las
soluciones de (66) satisface que:







































Φ˙w1 = v˙r + ςye tan (φ)
(










ι˙w1 sin (φ) + ιw1 cos (φ)ω f
)
cos (φ)−
















1 − tan2 (xe)
)
, (73)
ι˙w1 = y˙e tan (φ) +
yeω f
cos2 (φ)
− cw2v˙r (αw1xe + αw2ye)
−cw2vr (α˙w1xe + αw1 x˙e + α˙w2ye + αw2y˙e) ,
(74)
ι˙w2 =





















cw2 [2vrv˙r + v˙cvr + vcv˙r]αw4+
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[2 sin (θe) − θe cos (θe) − θe] , (79)
α˙w3 =
1 − θe sin (θe) − cos (θe)
θ2e
(





θe cos (θe) − sin (θe)
θ2e
(











(1 − θe sin (θe) − cos (θe)) , (81)
β˙w = − θ˙e
θe







Si se permite que W˙1 sea una funcio´n explı´cita de u1 y u4,
se pueden elegir las leyes de control de seguimiento para u1 y
u4 de tal modo que W˙1 sea deﬁnida negativa. Una forma simple






































Con estas leyes de control, la derivada de la funcio´n candidata
de Lyapunov queda de la siguiente forma:






cw4v2e − cw5ω2e ≤ 0.
(85)
Por tanto, si cw4, cw5 > 0, la estabilidad asinto´tica que fue origi-
nalmente obtenida con el controlador cinema´tico es preservada
para el sistema de lazo cerrado completo.
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4. Algoritmo para la distribucio´n de la fuerza de traccio´n
Para mantener la velocidad de avance deseada durante el
movimiento del robot, se requiere una fuerza de traccio´n glo-
bal especı´ﬁca
−−→
FDG. Debido a la conﬁguracio´n del robot mo´vil
seleccionada, existe la posibilidad de distribuir esta fuerza de
traccio´n global
−−→









Por tanto, el objetivo en esta seccio´n es presentar un nuevo algo-
ritmo que distribuye la fuerza de traccio´n global entre las ruedas
y reduce las posibilidades de deslizamiento. El algoritmo pro-
pone una distribucio´n basada en la idea de que el par de carga










donde τap1, τap2, τap3 son los pares de carga aplicados en cada
rueda, y Tap1, Tap2, Tap3 son los pares de carga lı´mite.
Si un motor encargado de accionar una rueda que se encuen-
tra en contacto con una superﬁcie desarrolla un par mayor que
el correspondiente a la ma´xima fuerza de friccio´n esta´tica entre
la rueda y la superﬁcie, la rueda desliza y no avanza de for-
ma eﬁciente. Por tanto, el par de carga ma´ximo posible de cada
motor esta´ relacionado con la ma´xima fuerza de friccio´n esta´ti-
ca posible y es la magnitud del par a partir de la cual comienzan
a manifestarse las condiciones de deslizamiento. Si se instalan
sensores de fuerza en cada rueda, el par de carga ma´ximo real
puede ser calculado mediante la ecuacio´n:
Tri = Niμrw ∀i, i = 1 − 3 (88)
donde N es la fuerza normal y μ es el coeﬁciente de friccio´n
esta´tica. Debido al riesgo de operar demasiado cerca del par de
carga ma´ximo real, se impone un margen de seguridad para el
robot mo´vil deﬁniendo un par de carga lı´mite Tapi ma´s pequen˜o
que el par de carga ma´ximo real Tri.
Ası´ pues, el algoritmo de seguimiento propuesto controla
los pares de carga de los motores de traccio´n de las ruedas tra-
seras, de tal forma que la magnitud del par de carga medido en
la rueda frontal es utilizado para minimizar la siguiente funcio´n
de error:
τei = τapi − τap1 · TapiTap1 ∀i, i = 2 − 3 (89)
donde τapi es el par de carga en la rueda i, y Tapi es el par de
carga ma´ximo posible en la rueda i.
La relacio´n TapiTap1 se deﬁne como el coeﬁciente de distribu-
cio´n de la fuerza de traccio´n λwi. La magnitud de este coeﬁ-
ciente λwi, esta´ relacionado con la distribucio´n de las fuerzas
normales. Recuerde que en la Seccio´n 3, los coeﬁcientes λw2 y
λw3 permitı´an modelar las fuerzas de traccio´n aplicadas en las
ruedas traseras como un porcentaje de la fuerza de traccio´n apli-
cada en la rueda delantera. De este modo, fue posible derivar la
ley de control para u1 teniendo en cuenta los efectos indirectos
de u2 y u3. Ahora, se desea disen˜ar las leyes de control para u2
y u3 que garanticen un seguimiento asinto´tico de los pares de
carga de referencia deﬁnidos por el algoritmo de distribucio´n
de la fuerza de traccio´n. Asumiendo que los pares de carga son
aproximadamente iguales a los pares internos del motor (movi-
miento del robot a bajas velocidades), y que estos u´ltimos son
proporcionales a las intensidades de corriente en los inducidos
de los motores, es posible trabajar con las intensidades de co-
rriente I1, I2 e I3, en lugar de con los pares aplicados τap1, τap2,
τap3, simpliﬁcando de esta forma el disen˜o de las leyes de con-
trol para u2 y u3. Por tanto, los errores de seguimiento vendra´n
dados por:
e2 = I2 − λw2I1, (90)
e3 = I3 − λw3I1. (91)
En este punto, resulta conveniente encontrar la relacio´n entre
la velocidad lineal del punto de referencia, vc y las velocidades
angulares de los rotores de las ruedas traseras, ϕ˙2 y ϕ˙3. Combi-








ϕ˙i sin (θ) , ∀i, i = 2, 3 (93)
se obtienen las siguientes expresiones:
vc cos (θ) − da2 θ˙ cos (θ) =
rw
KG
ϕ˙2 cos (θ) ,
vc sin (θ) − da2 θ˙ sin (θ) =
rw
KG





θ˙ cos (θ) =
rw
KG
ϕ˙2 cos (θ) ,
vc sin (θ) +
da
2
θ˙ sin (θ) =
rw
KG
ϕ˙2 sin (θ) .
(95)
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Si se selecciona:









como una funcio´n candidata de Lyapunov deﬁnida positiva para

































cw4v2e − cw5ω2e − (RM + cw6) e22−
(RM + cw7) e23 ≤ 0
(103)
donde cw6, cw7 > 0. Esto implica estabilidad asinto´tica de acuer-
do al teorema de estabilidad de Lyapunov. Observe que el obje-
tivo principal del algoritmo de distribucio´n propuesto es deﬁnir
los pares de referencia adecuados para cada una de las ruedas
traseras y garantizar su seguimiento asinto´tico.
Para prevenir un exceso de fuerza de traccio´n que pueda
producir deslizamientos durante el movimiento del robot, el al-
goritmo de control veriﬁca que el par de carga aplicado a cada
rueda no exceda su par de carga lı´mite correspondiente τapi.
No obstante, la situacio´n planteada es bastante peculiar. Mien-
tras los pares de carga del motor de traccio´n τapi permanezcan
dentro de ciertos lı´mites, las tensiones aplicadas a los motores
de traccio´n pueden ser modiﬁcadas por el controlador de velo-
cidad de la rueda frontal y por los controladores de fuerza de
las ruedas traseras. No obstante, cuando uno de los pares de
carga del motor de traccio´n τapi empieza a ser igual a la mag-
nitud lı´mite, es necesario mantener todas las tensiones de los
motores, ignorando las condiciones establecidas por el control
de velocidad y el control de fuerza de las ruedas frontales y tra-
seras respectivamente. Es importante sen˜alar que si el sistema
de control empezase a incrementar la tensio´n, esto no conlle-
varı´a un incremento de la velocidad, sino so´lo la aparicio´n de
condiciones de deslizamientos en una o varias ruedas. Por tan-
to, esta tensio´n tiene que ser mantenida hasta el momento en
el que la tensio´n requerida para mantener la velocidad de avan-
ce sea menor que la tensio´n necesaria para soportar el par de
carga lı´mite. Anteriormente, durante el disen˜o del controlador
cinema´tico se asumio´ que el sistema de referencia siempre se
mueve en la direccio´n de avance con una velocidad acotada tal
que 0 < vmı´nr ≤ vr (t) ≤ vma´xr . Por tanto, para evitar la pe´rdida de
estabilidad en la situacio´n planteada, vma´xr debe ser seleccionada
teniendo en cuenta los valores de Tapi.
5. Resultados
Para evaluar el me´todo propuesto se lleva a cabo una im-
plementacio´n en tiempo real del sistema de control propues-
to y se realizan numerosas pruebas experimentales utilizando
un prototipo del robot mo´vil. El prototipo consta de tres rue-
das que son controladas de forma independiente por tres moto-
res dc ide´nticos. La rueda frontal consta adema´s de un motor
dc adicional para giro. La Tabla 1 muestra los valores de los
para´metros de cada uno de los motores. El prototipo tiene una
longitud de 0.65m, un ancho de 0.5m, una masa de 36Kg y un
momento de inercia de 2Kgm2 alrededor de su centro de ma-
sa. Las ganancias utilizadas para los controladores (83), (101),
(102) y (84) son: cw1 = cw2 = 0.56, cw3 = 7, cw4 = 10, cw5 = 3,
cw6 = cw7 = 2. La Tabla 2 muestra el resto de los para´metros
del prototipo utilizado.






JM1 = JM2 = JM3 = JM4 0.000011Kgm2
Tabla 2: Para´metros del prototipo
Para´metros Valores Para´metros Valores
mw 36Kg Jw 2Kgm2
da 0.21m lw 0.56m
rw 0.05m μ 0.1
La posicio´n y orientacio´n global del robot mo´vil se obtiene
con una unidad de medida inercial que incluye tres acelero´me-
tros, tres giro´scopos y tres magneto´metros, y que proporciona
con una respuesta altamente dina´mica, la orientacio´n 3D jun-
to con las aceleraciones 3D, las velocidades angulares 3D y la
orientacio´n 3D en el campo magne´tico terrestre. Adema´s, ca-
da uno de los motores de corriente continua tiene acoplado un
codiﬁcador o´ptico incremental y un sensor para medir la inten-
sidad de corriente.
En un primer experimento, el robot fue programado para
realizar una trayectoria circular sobre un plano con una incli-
nacio´n de 5◦ (placa de acero mojada con agua), con vr (t) =
0.0305m/s, φr (t) = 45◦, y de tal forma que los pares de carga
de los motores de traccio´n de las ruedas traseras fuesen igua-
les al par de carga medido en la rueda frontal. Esto signiﬁca
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una distribucio´n de la fuerza de traccio´n de 1:1:1. Adicional-
mente, el robot tenı´a que moverse sobre dos obsta´culos de 1cm
de altura. La inclinacio´n del plano se introduce como una per-
turbacio´n, ya que con el plano inclinado se reducen las fuerzas
normales y consecuentemente, la traccio´n del robot mo´vil con
ruedas. La Fig. 2 muestra el desempen˜o del sistema de control
en el plano x − y. La Fig. 3(a) y la Fig. 3(b) ilustran la evolu-
cio´n temporal de θ y φ respectivamente. La Fig. 3(c) muestra
el comportamiento de la velocidad en el punto Rp mientras que
la Fig. 3(d) muestra las intensidades de corriente de los moto-
res de traccio´n. En todas estas gra´ﬁcas y en las siguientes, las
lı´neas punteadas representan los valores deseados mientras las
lı´neas so´lidas representan los valores reales. Es interesante re-
marcar que todas las intensidades de corriente en los motores de
traccio´n son pra´cticamente iguales mientras el robot esta´ reali-
zando el giro. La mayorı´a de las variables de estado exhiben
un seguimiento casi perfecto de sus valores de referencia, con
excepcio´n de φ. No obstante, su error de seguimiento cae ra´pi-
damente a cero transcurridos unos segundos.


























Figura 2: Resultados experimentales con vr (t) = 0.0305m/s, φr (t) = 45◦ e
I2 = I3 = I1.
En el segundo experimento, el robot fue programado para
moverse sobre un plano con una inclinacio´n de 5◦ (placa de
acero mojada con agua), con vr (t) = 0.0436m/s y con una dis-
tribucio´n de la fuerza de traccio´n de 1:0.9:0.7. Adema´s, el robot
tenı´a que sobrepasar nuevamente dos obsta´culos. La Fig. 4(a) y
la Fig. 4(b) muestran la evolucio´n temporal de xc e yc respec-
tivamente. La Fig. 4(c) muestra la velocidad deseada y medida
del punto de referencia Rp, mientras que la Fig. 4(d) muestra
las intensidades de corriente de los motores de traccio´n. Los
resultados muestran un buen seguimiento de la trayectoria de
referencia, con la distribucio´n de fuerzas elegida y ante la pre-
sencia de obsta´culos.
La Fig. 5 muestra el desempen˜o del sistema de control en
el plano x − y para diferentes condiciones iniciales. El robot
se programo´ para moverse sobre un plano horizontal (suelo
del laboratorio en condiciones normales) con vr (t) = 0.04m/s,
φr (t) = 25◦ y con una distribucio´n de la fuerza de traccio´n de
1 : 1 : 1. El punto de partida de la trayectoria de referencia
esta´ dado por (xr (0) , yr (0) , θr (0)) = (−1 .2009, 0,−π/2). En la
Fig. 5(a) se puede observar que el robot empieza en el punto
(xc(0), yc(0), θ(0)) = (-0.8, 0.5, −π/2). Por tanto, el error ini-
cial es (0 .4009, 0.5, 0). En la Fig. 5(b) se puede apreciar que el
robot comienza en el punto (xc (0) , yc (0) , θ (0)) = (-1.5, 0.3,
−π/2). Esto signiﬁca que el error inicial es (−0 .2991, 0.3, 0).





















































































Figura 3: Resultados experimentales con vr (t) = 0.0305m/s, φr (t) = 45◦ e
I2 = I3 = I1.
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Figura 4: Resultados experimentales con vr (t) = 0.0436m/s, φr (t) = 0◦, I2 =
0.9 I1 e I3 =0.7 I1.
Finalmente, con el objetivo de validar la capacidad del sis-
tema de control para evitar el deslizamiento del robot en super-
ﬁcies con un bajo coeﬁciente de friccio´n esta´tica, se presentan
a continuacio´n los resultados obtenidos en dos experimentos
realizados de forma consecutiva y en las mismas condiciones,
pero con diferentes distribuciones de la fuerza de traccio´n. El
robot se programo´ en ambos casos para realizar una trayecto-
ria en lı´nea recta sobre un plano con una inclinacio´n de 15◦
(placa de acero mojada con agua), y con vr (t) = 0.05m/s. En
el primer experimento, la distribucio´n de la fuerza de traccio´n
fue de 1:1:1:1, mientras que en el segundo experimento fue de
1:2.5:2.5. En la Fig. 6 puede apreciarse que con una distribu-
cio´n equitativa de los pares de traccio´n, el robot experimenta
pe´rdidas de traccio´n que le impiden mantener en varios inter-
valos de tiempo la velocidad lineal deseada, lo que se traduce
en un seguimiento poco satisfactorio de la trayectoria rectilı´nea
de referencia. No obstante, la Fig. 7 muestra que cambiando
la distribucio´n de la fuerza de traccio´n de 1:1:1 a 1:2.5:2.5, se
consigue una mejora signiﬁcativa de la traccio´n, evitando que
el robot experimente deslizamientos, y consiguiendo un segui-
miento satisfactorio de la trayectoria rectilı´nea deseada.






































































Figura 5: Resultados experimentales con vr (t) = 0.04m/s, φr (t) = 25◦ e I2 =
I3 = I1 para diferentes condiciones inciales.
Los resultados presentados muestran la aplicabilidad pra´cti-
ca y el buen rendimiento del controlador propuesto. En todos
los experimentos realizados la distribucio´n de la fuerza de trac-
cio´n global se ha llevado a cabo de forma experimental, toman-
do como valores iniciales los obtenidos en las simulaciones rea-
lizadas previamente, y ajustando posteriormente dichos valores
mediante prueba y error. No obstante, es posible dotar al robot
mo´vil con sensores que permitan estimar las condiciones reales
del terreno y utilizar esta informacio´n para ajustar en tiempo
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Figura 6: Resultados experimentales con vr (t) = 0.05m/s, e I1 = I2 = I3.
real los coeﬁcientes de distribucio´n lw2 y lw3.
6. Conclusiones y trabajos futuros
Con el ﬁn de mejorar la traccio´n de los robots mo´viles con
ruedas que se desplacen sobre superﬁcies con un bajo coeﬁ-
ciente de friccio´n esta´tica, en este trabajo se ha propuesto la
utilizacio´n de una conﬁguracio´n especial para el robot mo´vil,
en la que todas las ruedas son accionadas de forma indepen-
diente, y una estructura de control cuyo disen˜o consta de tres
partes bien diferenciadas: un controlador de seguimiento con
realimentacio´n de estado basado en el modelo cinema´tico del
robot, una extensio´n de la ley de control cinema´tico resultante
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Figura 7: Resultados experimentales con vr (t) = 0.05m/s, e I2 = I3 = 2.5I1.
para incorporar la dina´mica del robot mo´vil utilizando backs-
tepping, y un algoritmo de distribucio´n de la fuerza de traccio´n
global, que calcula las sen˜ales de referencia adecuadas para ca-
da una de las ruedas. La efectividad y aplicabilidad de la meto-
dologı´a propuesta ha sido conﬁrmada mediante pruebas experi-
mentales. En cada una de las situaciones estudiadas fue posible
distribuir la fuerza de traccio´n global mientras se llevaba a cabo
el seguimiento asinto´tico de las posiciones y las velocidades de
referencia, logra´ndose adema´s, un signiﬁcativo aumento de la
fuerza de traccio´n ma´xima posible sin que apareciesen condi-
ciones de deslizamiento en las ruedas. Por tanto, la conﬁgura-
cio´n propuesta resulta ser bastante u´til para superﬁcies con un
bajo coeﬁciente de friccio´n esta´tica.
En trabajos futuros se dotara´ al robot mo´vil con sensores
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que permitan estimar las condiciones reales del terreno y utili-
zar esta informacio´n para ajustar en tiempo real los coeﬁcientes
de distribucio´n de las fuerzas de traccio´n. Entre los sensores que
podrı´an utilizarse para este ﬁn esta´n las ca´maras multiespectra-
les (NIR-Near InfraRed, SWIR-Short-Wave InfraRed, LWIR-
Long-Wave InfraRed) y los radares penetrantes a tierra (GPRs-
Ground Penetrating Radars). Tambie´n se abordara´ la deﬁnicio´n
de ı´ndices de rendimiento que nos permitan realizar un estudio
comparativo del me´todo propuesto con otros me´todos anterior-
mente presentados.
English Summary
Traction Control for Wheeled Mobile Robots
Abstract
This article presents a solution to improve the performance
of wheeled mobile robots that move upon surfaces with small
coeﬃcient of static friction. In these circumstances the whee-
led mobile robots can experience loss of traction and therefore,
slide along the surface. The proposed solution implies the use
of a special conﬁguration for the mobile robot, in which all the
wheels are driven independently, and a control structure which
consists of three distinct parts: ﬁrstly, a state-feedback tracking
controller based on the kinematic model of the mobile robot is
derived. Secondly, an extension of the kinematic control law is
made to incorporate the dynamics of the wheeled mobile ro-
bot via backstepping. Thirdly, a traction force distribution algo-
rithm that calculates the proper reference signals for each rear
wheel is included and the feedback tracking control laws are
ﬁnally completed. With this solution is possible to control the
position and the velocity of the wheeled mobile robot but, at the
same time, to distribute the traction force between the wheels in
such a way that their sliding is avoided. The eﬀectiveness and
usefulness of the designed control algorithms are demonstrated
in laboratory experiments using a prototype of the wheeled mo-
bile robot.
Keywords:
Wheeled mobile robots, traction force distribution, nonli-
neal control, slide, static friction coeﬃcient.
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